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История создания вариационных принципов механики сплошных сред насчитывает 
более ста лет, а вариационное исчисление является одним из классических разделов 
механики деформируемого тела, в частности, теории упругости, теории оболочек и 
пластин. Подлинное значение вариационных методов выявилось при развитии теории 
оболочек в связи с постановкой новых задач нелинейной теории. Вариационные методы 
позволяют эффективно получать приближенные решения дифференциальных уравнений с 
точностью, достаточной для инженерных расчетов. [1] 
В работе рассматривается пологая цилиндрическая панель, находящаяся под 
действием равномерно распределенных нагрузок px и py (рис.). При этом задачу удобнее 
всего решать в перемещениях. Для цилиндрической панели при двустороннем сжатии 
поступательные перемещения краев оболочки определяются так 
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Здесь 11a , 22a  – постоянные коэффициенты, подлежащие определению; a b  , 
0 b a  ; a, b – размеры оболочки в плане;   – коэффициент Пуассона материала 
оболочки. Введены безразмерные координаты 
x x a ,     y y b ;     0 , 1x y  . 
Для деформаций можно записать 
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Знаком тильда отмечены деформации и перемещения, соответствующие изгибу оболочки. 
 
Расчетная схема цилиндрической панели 
 
 
Вариационное уравнение Лагранжа имеет вид 
U W  , 
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работа внешних сил на возможных перемещениях [4]. 
В уравнениях (4), (5) обозначены величины: Nx, Ny, Nxy, Mx, My, Mxy – внутренние 
усилия; u, v – перемещения точек срединной поверхности в координатных направлениях x, 
y; 
x , y  – относительные удлинения; xy  – сдвиг; æx , æ y  – кривизны изгиба; æxy  – 
кривизна кручения. 
При подставлении выражений (1)–(3) в (4) и (5) вариационное уравнение Лагранжа 
примет вид, из которого следуют условия минимума полной потенциальной энергии 
оболочки 
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Из выражений (6) имеем важное следствие: среднее значение продольных усилий 
равно нагрузке, действующей на краях оболочки. 
Рассмотрим решение задачи в приближенной постановке [2]. Оно основано на двух 
гипотезах: 1) принимаем, что в процессе бифуркации нагрузка остаётся неизменной. Это 
предположение соответствует концепции устойчивости Эйлера [3]; 
2) полагаем, что в момент перехода к моментному напряженно-деформированному 
состоянию (НДС) нормальные и сдвигающие усилия также остаются постоянными. Из 
выражений (6) тогда имеем 
0
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Индексом ноль отмечены нагрузки бифуркации. Для определения нагрузок бифуркации 
используется условие (7). До момента бифуркации НДС в оболочке – однородное и 
безмоментное. Перемещения точек срединной поверхности 
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деформации в тех же точках 
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По закону Гука внутренние усилия связаны с деформациями и кривизнами 
следующим образом. Нормальные и сдвигающие силы: 
( )x x yN B    ;   ( )y y xN B    ;   0,5(1 )xy xyN B   . 
 
 
 
Окончательно получаем 
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Изгибающие и крутящие моменты определяются по формулам 
(æ æ )x x yM D   ;   (æ æ )y y xM D   ;   (1 )æxy xyM D   .                 (10) 
В этих уравнениях: 2(1 )B Eh    – жесткость оболочки на растяжение-сжатие; 
3 212(1 )D Eh    – жесткость оболочки на изгиб или цилиндрическая жесткость; Е – 
модуль продольной упругости; h – толщина оболочки. 
С учетом (8) и (10) условие (7) в момент бифуркации примет вид 
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Из (8) и (9) следует 
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Это основные уравнения в приближенной постановке. Выражения для поступательных 
касательных перемещений можно представить в виде 
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Здесь 1A , 2A  – постоянные коэффициенты; m m a  , n n b  ; m, n – числа полуволн 
изогнутой поверхности панели вдоль образующей и по дуге оболочки. Получим 
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При интегрировании этих выражений правые части останутся неизменными. Условие (11) 
запишется так: 
1 1
0 0
(æ æ ) æ (æ æ ) æ 2(1 )æ æx y x y x y xy xyD dxdy               
1 1
0 0 0 0
1 2
0 0
2
( ) ( , ) ( , )x x y y m n x m n y mn mnp p dxdy A p A p f f
ab
              . 
При решении задачи в приближенной постановке в выражениях для перемещений и 
деформаций необходимо сохранить нелинейные слагаемые, содержащие квадраты и 
произведения параметров прогиба. Параметры прогиба fmn будут, в этом случае, 
характеризовать величину прогиба в момент бифуркации. 
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